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賭博、擴散與擴散實驗 

文/陳義裕 

 
摘要 

將一滴墨水滴入裝水的透明玻璃瓶中，結果墨滴會快速地在水中暈開。打開一瓶香水，在房間另一角的人很快就會聞到味道。
很多人把這些現象歸諸於擴散。你是其中的一位嗎？ 
 

一、一場賭博的數學分析 

雖然本文的目的是要討論擴散實驗，但是為了說

明起見，我們將先假藉科學之名，來進行一系列的賭

博實驗。這一場賭局的規則是這樣的：我們首先選擇

一個公正的銅板，然後連擲 100 次的銅板。每當銅板

出現正面的時候，我們就會多贏一塊錢，可是當銅板

出現背面的時候，我們就會輸一塊錢給莊家。我們的

問題是：在連擲 100 次的銅板後，究竟我們是賺賠多

少錢呢？ 

在真正進行這項實驗之前，我們可以先利用直觀

來分析整個事件。假設我們以+1 代表銅板出現正面，

而以-1 代表銅板出現負面，同時用
jm 這個符號來代表

第 j次擲銅板所出現的結果( 1jm = ± )，則在連擲 100

次銅板後，我們淨贏的錢數就是 

1 2 100M m m m= + + +"  

可是由於 jm 這些符號是以+1 和-1 的方式隨機出現，

所以我們預期 1m 、 2m 、"、 100m 會互相抵消。因

此直觀告訴我們， 

0M ≈  

這表示在這一場賭局之中，我們並不預期自己會贏錢

或輸錢。 

現在讓我們來進行真正的實驗。為了讓整個結果

有一點點統計上的意義，我們決定進行 20 次的實驗，

並把實驗的結果畫在圖一中。(這個圖的橫軸代表第幾

次實驗，縱軸代表淨贏的錢數。) 
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圖一 

從這個圖中我們可以看出來，實驗結果和我們直

觀的預期是相符合的：在單次的賭局中，我們或許是

有贏有輸，但是整體來講，則是輸贏打平。 

有了前面的經驗，我們接著把賭博的時間延長：

在每一次的賭局中，我們將連擲 10,000 次的銅板！圖

二所顯示出來的就是我們實驗的結果。 

N=10,000

第幾次實驗

0 5 10 15 20 25

淨
贏

錢
數

-300

-200

-100

0

100

200

300

400

-112

-80

-180

44

 
圖二 
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雖然從這個圖中我們還是可以看出輸贏打平的現

象，但是我們同時也發現了一個有趣的現象：本圖中

所顯示出來的輸贏幅度顯然比圖一中的輸贏幅度還

大。 

如果我們把賭博的時間更加延長，改成連擲

1,000,000 次的銅板，那又如何呢？我們把這個結果顯

示在圖三中。 
N=1,000,000
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再一次地，我們注意到本圖中所顯示出來的輸贏

幅度顯然比前面兩個圖中的輸贏幅度都大！ 

以上三場賭局所告訴我們的資訊是：雖然我們預

期輸贏會打平，但是隨著賭博時間的延長會有一個很

重要的副效應發生――我們輸贏的幅度也會跟著增

大。(賭博誤人是否和此有關？) 換成數學的說法，這

表示 0M ≈ 是一個太粗糙的近似。一個更好的近似應

該是 

0M ≈ ± 輸贏幅度  

而且上式中的「輸贏幅度」會和擲銅板的次數有關；

擲銅板的次數越多，輸贏幅度就越大。 

可是輸贏的幅度究竟和擲銅板的次數有什麼樣的

定量關係呢？假設我們連擲 N 次的銅板，則 

 2 2 2
1 2

2 2 2
1 2 1 2 1 3 2 3

( ) ( )
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輸贏幅度  

由於 1m 、 2m 、"、 Nm 彼此之間沒有什麼關係，所

以我們預期第二組括弧中的各項差不多會正負相消。

所以 
2 2 2 2

1 2( ) ( )
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輸贏幅度
 

所以我們有了一個很重要的結論： 

N≈輸贏幅度  

 

以上這個近似的公式到底有多好呢？讓我們把它應用

到圖一的數據中： 

2 2 20 ( 16) ( 10) 67.8 8.2
20

+ − + − += = ="
平均輸贏幅度  

同理，對於圖二及三的數據我們分別有 

2 2 2( 112) ( 80) ( 180) 14,435.4 120
20

− + − + − += = ="
平均輸贏幅度

 

及 

2 2 2( 760) ( 16) (2000) 1,014,256.6 1007
20

− + − + += = ="
平均輸贏幅度

 

由 於 我 們 的 理 論 預 測 分 別 是 100 10= 、

10,000 100= 及 1,000,000 1,000= ，所以實驗結果和理

論其實是相當吻合的。 

 

二、從賭博學擴散 

一旦了解了以上賭博實驗的這個特性，我們就可

以把它套用到擴散現象的研究上。為什麼呢？我們已

經知道物質的組成原子或分子隨時都在振盪與運動，

例如空氣中的分子可能以每秒數百公尺的速度在「飛

行」。但是這些粒子並不是在毫無阻撓的環境下運動：

由於粒子具有體積，所以它在飛行途中可能與別的粒

子相碰撞。一旦和別的粒子碰撞，它的運動速度就會

改變。這有點像是在遊樂園中開碰碰車一樣。 

假設遊樂園中的碰碰車有紅色以及藍色兩種，而

且一開始的時候我們還故意把紅色車聚集在某個角落

(圖四 (a))，接著讓小朋友盡興地去開所有的碰碰車，

那麼經過一段時間後，紅色車就會遍佈各地(圖四 
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(b))。當不斷碰撞的原子與分子展現出類似這樣的現象

時，我們就把它叫做「擴散」。換句話說，擴散是粒

子經由互相碰撞而導致物質有從高濃度的地方慢慢散

佈到低濃度地方的現象。 

 

   

圖四 碰碰車場俯瞰圖 (a) 紅色車原先聚集在角落。(b) 經

過一段時間後，紅色車會遍佈各地。 

 

為了瞭解擴散的速度有多快，我們就必須分析粒

子的這種碰撞行為。為了達到這個目的，我們可以設

計一個簡化的一度空間模型，追蹤一顆特別的粒子，

讓它以一單位的運動速度在一條直線上運動。每當它

和別的粒子發生碰撞後，運動方向就會相反。由於是

不是會有別的粒子擋在路上來迫使它改變運動方向是

一種隨機的過程，所以我們可以利用擲銅板的動作來

模擬碰撞事件會不會發生：當粒子從原點出發時，它

會先擲一個公正的銅板，以便決定下一瞬間是要朝右

或朝左行進一個單位的距離；如果銅板出現正面它就

朝右，否則便朝左行進。走到下個位置之後它就又重

複相同的動作。在這個模型中，粒子每次變換行進方

向就對應於和別的粒子發生一次碰撞。 

如果我們讓這個粒子走 N 段的時間，那麼我們預

期它會在離原點多少距離的地方出現呢？假設我們以

+1 代表粒子往右走一步，而以-1 代表粒子往左走一

步，同時用
jm 這個符號來代表粒子在第 j步時根據擲

銅板的結果所行進的位移，則在連走 N 步後，粒子所

在的座標位置顯然是 

1 2 NM m m m= + + +"  

你可以看得出來，這個模型和前面的賭博實驗根本是

同一個模子的翻版！所以我們很容易就會想到 

N≈粒子平均偏離原點的幅度 個單位距離  

雖然我們是利用一度空間的模型來推導出以上的結

果，其實這個結論對於兩度平面或三度空間也都是成

立的。 

假設空氣中氣體分子的平均運動速率是 v，而且

它的平均自由徑是 l (平均自由徑指的是該粒子平均

每走多少距離後就會和另外一顆粒子相碰撞)，那麼在

經過時間 t之後，粒子已經碰撞了約 /N vt l= 次，因

此我們預期 

vt
Nl l vtl

l
≈ = =粒子平均偏離原點的幅度  

 

三、這算是擴散實驗嗎？ 

在掌握了擴散的理論基礎之後，我們現在就可以

開始檢討數個擴散現象的傳統示範實驗。一個常常被

舉出來的例子，是在教室的前方打開一瓶氨水(阿摩尼

亞)或者是香水，等上一小段時間(頂多數分鐘)，然後

坐在教室後排的同學就會聞到味道。另外一個例子則

是在透明玻璃瓶中裝水，然後滴入一滴墨水，接著就

可以動態地觀察墨水在水中暈散開來的情形(參見圖

五)。如果玻璃瓶裏面的水溫比較高，我們還會發現墨

水在水中暈散開的速度比較快。有些人對這種現象的

解釋是：溫度高代表粒子的運動速度比較快，因此擴

散的速度當然會變快。 
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圖五 滴入水中的墨水會快速暈散開來。 

以上這些示範實驗雖然很吸引人，而且好像都可

以用擴散現象來作定性的描述，但是當我們用定量的

方式去仔細研究的時候，卻會發現它們都是站不住腳

的。 

首先讓我們來檢討氨水的實驗。氣體分子的運動

速度頂多約是
310v ≈ m/s，它的平均自由徑大約是

710l −≈ m。如果我們等上三個小時( 410t ≈ s)，則根

據前面推導出的公式，我們就會有 

 
3 4 710 10 10

1m

vtl −≈ = ⋅ ⋅

=

粒子平均偏離原點的幅度  

等了這麼長的時間，氨水分子竟然才擴散一公尺的距

離，所以擴散絕對不是讓後排的同學可以聞到氨水味

道的主要機制。 

那玻璃瓶的實驗又如何呢？一樣慘！因為水比空

氣密多了，所以分子的平均自由徑還要小上三個數量

級
註
，而且墨水分子比較笨重，所以運動速度也會慢上

一個數量級，再加上觀察的時間大約在 1 秒左右，所

以計算出來的擴散距離是 

2 1010 1 10
0.01cm
vtl −≈ = ⋅ ⋅

=
粒子平均偏離原點的幅度  

由於實驗顯示墨水在一秒的時間內就會在水中暈散開

1 公分左右的距離，我們唯一能夠獲得的結論就是：

擴散並不足以解釋我們觀察到的現象。 

綜合以上的討論，我們便理解到： 

擴散在日常生活的尺度之下是一種非常、非常緩慢

的過程，只有在控制良好的環境中，我們才有辦法

利用巨觀的實驗來証明擴散現象的存在！  

註：水實在是太密了，粒子在水中幾乎是沒有自由運

動的空間，所以嚴格地說，平均自由徑的概念並

不很適用。但是做為數量級的估計應該仍可接受。 

 

四、可是你如何解釋這些實驗？ 

當我把以上的定量分析講解給一些朋友聽的時

候，他們都基於禮貌沒有立刻反駁。但是不反駁並不

代表他們就同意我的說法，因為他們接下來的反應多

半是：「可是你不可否認這些實驗裏面還是有擴散的

作用呀！」這就讓我想起了一個故事：有個饑腸碌碌

的人一口氣連吃了八個麵包，等到第九個麵包被他吃

下一半的時候，他才終於有了飽足感。於是他若有所

思地說：「早知道吃這半個麵包會飽，我就先吃掉它

了！」擴散作用在這些實驗中所扮演的角色就像那半

個麵包。 

為了說服讀者，我們自然得把另外那八個(長久以

來遭人忽略的)麵包給找回來。首先，我們得建立一個

非常重要的概念：我們在日常生活中的一舉手、一投

足或者是一顰一笑都會造成空氣的流動，而且這些氣

流就像水流一樣可以被近似成是黏滯力很小且不可被

壓縮的流體。換句話說，一旦我的任何動作造成了氣

流之後，它通常就會推開周圍的空氣，在室內「流竄」，

久久才會平息。如果肉眼能夠看見這些氣流的話，我

們一定會很訝異地看到室內的空氣怎麼動得這麼厲害

呀！當然，這種現象也是有辦法觀察到的。如果室內

的空氣不太乾淨，夾帶有一些灰塵或者棉絮的話，那

麼在太陽光的照射下，我們就會看到棉絮與灰塵在氣

流的帶動下翩翩起舞，煞是好看。 

當我們在教室做氨水的示範實驗時，後排的同學

之所以很快就會聞到臭臭的味道，其實都是因為室內
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的氣流所造成的。氣流是一種很有效的物質與熱能的

傳播機制。一股速度是 10cm/s 的氣流，花不到兩分鐘

的時間就會將物質傳到 10 公尺遠的地方。這種時間的

數量級和我們的實驗觀察才是吻合的。 

那麼墨水在玻璃瓶裏面的實驗又是怎麼一回事

呢？其實這和一個很出名的流體現象有關：瑞利―泰

勒不穩定性(Rayleigh-Taylor instability)。墨水的密度比

普通水大，當我們把密度比較大的液體擺放在密度比

較小的液體上方時，任何一個小小的擾動，都很容易

驅使上方的液體侵入下方的液體中(因為「頭重腳輕」

嘛)。可是因為這些液體都是不可壓縮的，所以受到「侵

犯」的低密度液體會因被排擠的結果而往兩側流開。

因為這個緣故而導致的對流也會順便把一部份入侵的

高密度液體帶走。被帶到新環境的高密度液體並不會

很安分，因為它仍會感到「頭重腳輕」。於是，同樣

的「侵入→流開」的戲碼再度上演(參見圖六)。這樣

的過程反覆幾次之後就造成了我們所看到的墨水暈開

來的現象。其實喜歡喝冰水的朋友或許曾注意到，當

冰塊在水杯內融化時也會產生類似的現象，這是因為

貼近冰塊的水密度比周遭的水大，所以有下沉的趨勢。 

圖六 把密度大的液體擺在密度小的液體上方時，任何一個

小小的擾動，都很容易驅使上方的液體侵入下方的液體

中。這個不穩定性會因液體的推擠與流動而很快地散佈開。

 

可是為什麼墨滴在溫水中暈散開的速度會比較快

呢？這有兩個原因，第一是高溫的水本身很容易產生

熱對流現象，從而有助長墨滴暈開來的效果。第二個

原因則是因為高溫的水密度比較低，所以墨滴也相對

地較易「向下沉淪」。 

 

既然這篇文章一直強調理論解釋必須有定量上的吻合

才算數，所以我們仍得了解瑞利―泰勒不穩定性的時

間尺度為何。這很容易估計：假如一滴墨水的大小是

L，那麼滴入水中的墨水只會對它周圍 L距離內的水

造成比較明顯的水壓改變。更遠的水所受影響不大。

事實上，這個水壓的改變量大約在 gLρ∆ 的數量級，

其中 ρ∆ 是兩液體的密度差(墨水和純水的密度只相

差一點點，所以若以 ρ 代表它們的平均密度，則

ρ ρ∆ � )，而 g 是當地的重力加速度。現在考慮位

於墨滴正下方的一塊邊長約是 L的水塊。這個水塊的

下表面因為離墨滴已有一段距離，所以水壓大致上並

沒有改變；但是它的上表面因為緊鄰墨滴，所以壓力

會增加大約 gLρ∆ 的數量級。這個上下壓力的不平衡

是造成水塊會被往下排擠流開的原因。根據牛頓第二

運動定律，這個小水塊往下流開的有效加速度a大約

滿足 

3 2( ) ( )L a gL L

a g

⋅ ≈ ⋅

⇒ ⋅ ≈ ∆ ⋅

∆
⇒ ≈

ρ ρ

ρ
ρ

質量 加速度 上下壓力差 截面積

 

水塊受到這個加速度而運動 t時間後就會有一個淨位

移 

1 2 2
2 2

s at gt
∆

≈ =
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而當 s L≈ 時就代表墨滴已經有效地侵入水中了。換

句話說，墨滴暈散開的時間尺度大約是 

L
t

g
≈

∆

ρ
ρ

 

假如
3/ 10ρ ρ −∆ ∼ ，我們發現一滴 1L ∼ cm 的墨水

暈開的時間大約是 

0.01
1s310 10

t ≈ ≈− ⋅
 

這樣的時間尺度顯然才是和實驗結果相吻合！ 

 

五、擴散對於短距璃的物質散佈很有效！ 

分析完以上這些實驗之後，你可能已經發現它們

的一個共同特徵，那就是在這些實驗中，將物質散播
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開來的主要機制都是靠著流體的巨觀運動。因此，要

真實地看到擴散作用的效果，我們一定要排除流體的

流動。 

其實，氣體在人類肺臟中的交換，最主要就是靠

擴散作用。這是因為肺的氣管分岔很多，而分岔末端

的氣管口徑都極小，此時氣體根本無法在裏面流動，

所以物質在此地的交換只能靠擴散作用。 

「可是，你不是說擴散是一種很緩慢的過程嗎？

為什麼人類會演化出這麼沒有效率的肺臟呢？」 

其實並不然。一旦有很多分岔的氣管以及肺泡，

我們便可以大量增加肺與空氣的接觸面積，這樣就可

以使我們一口氣就交換了很多氣體。不只如此，擴散

作用只有在巨觀的尺度之下才是一種緩慢的過程，當

距離很短時，擴散其實是一種快速有效的物質散佈機

制。這一點，我們直接從 

2( )

∝

⇒ ∝

粒子平均偏離原點的幅度 擴散時間

擴散時間 擴散的距離
 

便可看出。(例如：把擴散的距離代 0.1 這個數據時，

它的平方是 0.01――更小了；可是若把擴散的距離代

成 10 時，則 10 的平方卻是 100――這就很大了) 從

這種觀點看，我們不得不承認肺臟的演化其實是很神

奇的！ 

由於擴散作用對於小範圍內的物質傳播非常有

效，因此它和細胞的生命現象息息相關――細胞內外

的物質交換都可見到擴散的蹤影。不過你不要因此就

誤認為擴散作用在這裏就可以「升級」扮演那八個麵

包的角色！因為生物細胞還發展出主動運輸物質的能

力呢！當然，這已完全超出我的能力之外了，所以我

最好就此打住，免得散佈更多錯誤的訊息。 

本文原載於研習資訊雙月刊第 22 卷第 4 期，經作

者及研習資訊雙月刊同意轉載 
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