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一、簡介 

20 世紀最重要的物理學理論，無庸置疑是量子

物理。量子物理為一套微觀世界物質運作的規則。

此微觀世界是比光學顯微鏡下的世界還要小的領

域，尺寸在 10-7 公分以下。所有物質都是由微小的

原子所組成，而原子就必須藉由量子物理來了解它。 

原子具有一個更微小的中心，稱做原子核，由

質子與中子組成。原子核外有電子環繞。質子與中

子由於某種強吸引力，一般情況下都束縛於原子核

中。電子帶一個單位的負電荷，受到帶一個單位的

正電荷的質子吸引力，分佈在原子核外圍的軌域

上。電子與質子的數目一樣多，所以原子為中性。

電子的分佈可由它的狀態函數ψ 來描述，此狀態函

數遵守薛丁格方程式。量子物理說，原子的所有性

質都可以從狀態函數ψ 獲得，所以，只要我們能解

狀態函數所滿足的薛丁格方程式，就能完全了解原

子。 

氫原子具有最簡單的原子結構，其原子核之外

只有一個電子。描述僅一個電子的狀態函數不會太

複雜，其相對應的薛丁格方程式已可完全解出，所

以我們可以說已經完全了解氫原子的結構：能階，

光譜強度，游離能等等。然而其他原子具有兩個以

上的電子，例如鈉有 11 個電子，鐵有 26 個電子，

其狀態函數必須同時描述這些電子的運動與分佈，

可想而知必為相當複雜，要從其對應的薛丁格方程

式直接解出，幾乎是不可能的事。因此物理學家便

紛紛提出各種用來處理多電子的原子的方法，其中

之一就是多體微擾理論。 

二、薛丁格方程式 

氫原子中的電子狀態函數 ( )rψ ，滿足薛丁格方

程式 

( ) ( )rErH ψψ =                           (1) 

其中漢彌敦作用子為(忽略各項的單位與大小) 

 

r
H 12 −−= ∇                             (2) 

E為方程式的本徵質，代表原子在狀態ψ 時的能

階。由於位能項
r
1

− 只與距離(電子到原子核的距離)

有關，此薛丁格方程式可用球面座標分離變數方式

解出，得到一組(無窮多個)狀態函數 ( )ψθψ ,,rn

z

m

及其相對應的能量 ，每個狀態函數由三個量子數

予以分辨。具有相同 的狀態，其能量相同，

代表電子具有的角動量大小， 代表角動量在

軸的分量大小。有了 與

n

E

E

m,n, n

n

m
n mψ 後，我們就可以計
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算原子的光譜的波長與強度等等。 

    假設將氫原子置於一均勻電場中，則電子除了

受到原子核的力外，也受到此外加電場的作用，因

此其狀態函數所滿足的薛丁格方程式中的漢彌敦作

用子必須有一項源自此外加電場的位能，如式

(3)(忽略單位與大小) 

z
r

H +−−= ∇
12                          (3) 

其中 就是因外加電場所造成的作用子。用這個

，

z

H 薛丁格方程式在球面座標就無法得到解析的狀

態函數。如果外加電場很小， 項的影響不大，則

我們可以使用微擾的方法，將外加電場對能階及狀

態函數的影響，逐步加到未有外加電場時的能階與

狀態函數上。 

z

三、微擾理論 

我們把薛丁格方程式中的 寫成 H

 

VHH += 0                             (4) 

其中 滿足的0H 薛丁格方程式為 

0000 ψψ EH =                            (5) 

我們能解出其狀態函數 0ψ 及對應能階 ，如第二

節中自由的氫原子，

0E

0ψ 解得為 ( )rmnψ ， 記做

。而 為“微小的擾動”，如氫原子置於外加電

場中所得 項(方程式(3))。我們希望將真正的

的解

0E

nE V

z H
ψ 與 ，用已知的E 0ψ 與 來做級數展開 0E

....)2()1(
0 +++= ψψψψ                    (6) 

....)2()1(
0 +++= EEEE                    (7) 

級數中每項對ψ 與 的貢獻逐項減小，因此只要我

們能計算有限項的和，就能得到很好的近似解。 

E

要求得這些修正項 等，我們

首先將

EE )2()1()2()1( ,,,ψψ

薛丁格方程式寫成 

 

( ) ψψ VHE =− 0                           (8) 

 

接 著 我 們 將 的 所 有 本 徵 解 記 做0H

.....2,1,0, =αψα 　　 ，它們形成一完整向量空間。令

P為投影至ψ 0子空間的作用子： 

0ψψ =P                                (9) 

這作用子與 是可交換的。將1 作用到式(8)

的兩邊，我們得到 

0H P−

( )( ) ( ) ψψ VPPHE −=−− 110            (10) 

形式上，我們可以解得 

( ) ( ) ( ) ψψ VPHEP −−=− − 11 1
0           (11) 

其中 ( ) 代表 的反作用子。那麼狀態

函數

1
0

−− HE 0HE −

ψ 就可以寫成 

( )
( ) ( )

ψψ

ψψ
ψψψ

V
HE
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PP

0
0

1
00

1
1

1

−
−

+≡

−−+=
−+=

−
　　

            (12) 

而能階 可取式(8)與E ψ 0的內積求得 

 

( ) ( ) ( ψψψψψψ VEVHE ,,, 00000 +=+= )  (13) 
 

注意式(12)，(13)的右邊仍有未知的ψ ，不過因為

我們假設V 很小，式(12)可以展開成無窮級數 
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換句話說，我們得到 

0
0

)1(
1 ψψ V

HE
P

−
−

=                     (15) 

0
00

)2(
11 ψψ V

HE
PV
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−
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=             (16) 

 

將式(14)代入式(13)，也可以將 展開成無窮級數 E
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定義 ( )βααβ ψψ V,=V                  (18) 

我們得到            (19) ( ) 0000)1( , VVE == ψψ

αα
α α

ψψ
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因此我們可以如式(6)，(7)以逐步修正的方式來求

ψ 與 。 E
    以前述氫原子在外加均勻電場為例，ψ 200與

ψ 210的能階原來是簡併的，其能階為 ，若

外加電場強度為

eV4.3−

cm
Volt000,

eV008.

eV392.3 (E

500 ，依據微擾理論的

計 算 ， 亦 即 能 階 會 分 裂 為

及 − 。 則約為 的

千分之一。 

E 0)1( ±=

eV408-3.:二 )2 )1(E

四、哈崔-弗克近似法 

具有多電子的原子，其電子除了受到原子核的

吸引力外，相互之間存在庫倫排斥力，其漢彌敦為 

 

( ) ( )∑∑

∑∑

≠

≠=
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          (21) 

 

其中 為原子序， r 為第 個電子的座標。狀態函

數

z i i

ψ 顯然必須是 個電子的座標 的函數。如果將

電子間的庫倫排斥力視為微擾，可以用如上節所敘

的微擾理論來處理，例如氦原子的基態的能階可以

求得為 

z ir

 

eVE 8.1080 −=                         (22) 

eVE 0.34)1( =                          (23) 

eVEE 8.74)1(
0 −=+ 與實驗值 還蠻符

合的。不過對具更多電子的原子，誤差就會增加，

將庫倫排斥力視為微擾就得不到滿意的結果。 

eV9.78−

多電子原子的薛丁格方程式具有 個電子的座

標，若不將之分離是解不出來的，但把電子間交互

作用項完全去掉，得不到好的近似狀態函數，甚至

用它來做微擾，結果都無法令人滿意。解決辦法就

是，仍然將每個電子分離出來(因為只有這樣我們才

有能力解其方程式)，但是不完全丟掉電子間的交互

作用，而是計算其平均效用作用在單一電子上。當

z
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然這平均作用力跟每個電子的狀態函數有關，所以

這樣的方法會得到一個自洽方程式。一般可以用變

分的方法得到此自洽方程式的形式，此方法就稱為

哈崔近似法。如果再考慮包立不相容原理，方程式

會多一項交叉項，通稱哈崔-弗克方程式。 

    令 ( )rsψ 為電子 的狀態函數，其能階為 ，

則

s sE

哈崔-弗克方程式為 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) (([∑
=

−=−
Z

a
asasaasshy rrrrVrrrrrVrrErH

1
'''''' ,,,, ψψψψψψψ )) ( )]

                                        (24) 

這個自洽方程式其實是很困難的，因為雖然只

有一個座標 ，但它是三維座標，如果用球座標解

方程式，就會有三個變數： ，而且等號右邊

又牽扯到未知的狀態函數的積分。不過早期的原子

物理學家已經努力了幾十年，克服了其中各種困

難，現在現成的程式碼隨處可得，

r

ψθ ,,r

哈崔-弗克近似已

是所有準確計算的起步，任何做理論原子研究的

人，一定得先熟悉哈崔-弗克近似法。(哈崔-弗克近

似法為一廣義名稱，它包含許多為特定系統而加以

修正的近似法，本篇文章不予分別之。) 

哈崔-弗克近似法用在原子結構的計算上有多

好呢？我們列舉鹼金屬能階的一些結果於表一。 

表一  鹼金屬軌域能階的哈崔-弗克計算值( )及其 2階修正量( ) 
HFE )2(E

鹼金屬 軌域 能階(實驗值 ) au HFE  誤差(%) )2(E  )2(EE HF +  誤差(%) 

Na 3s -0.18890 -0.18203 3.8 -0.00588 -0.18791 0.52 

 3p -0.11155 -0.10942 1.9 -0.00177 -0.11119 0.32 

 3d -0.05595 -0.05567 0.5 -0.00023 -0.05590 0.55 

K 4s -0.15955 -0.14749 8.2 -0.01245 -0.15994 0.24 

 4p -0.10011 -0.09550 4.8 -0.00455 -0.10005 0.06 

 3d -0.06141 -0.05808 5.7 -0.00277 -0.06084 0.99 

Rb 5s -0.15351 -0.13929 10.2 -0.01501 -0.15430 0.51 

 5p -0.09511 -0.08999 5.7 -0.00519 -0.09518 0.07 

 4d -0.06532 -0.05974 9.3 -0.00476 -0.06450 1.26 

Cs 6s -0.14310 -0.12737 13.9 -0.01774 -0.14511 1.40 

 6p -0.08964 -0.08379 7.4 -0.00618 -0.09253 3.22 

 5d -0.07659 -0.06453 16.8 -0.1084 -0.07537 1.59 

∑+== )1(
0 hy

HF HHH                 (25) 
 五、多體微擾 

以哈崔-弗克的狀態函數為出發點，我們如何用

微擾理論來得到更好的狀態函數與能階？依據第三

節的微擾理論，我們必須把漢彌敦分解成可解的

與微擾作用子。我們把0H 哈崔-弗克的有效漢彌敦

寫成 

其中∑ 定義為當它作用於)1( ( )rsψ 時，等於式(24)

的等號右邊。那麼微擾項， 的形式是如何

呢？這時就必須利用“二次量化”的技巧，將狀態

函數視為電子“生成”與“消滅”的作用子，再利

用“傳播子”的概念將 展開成無窮級數，依V 的

0HH −

H
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次方逐項遞減其貢獻： 

 

......)3()2()1( ++++= ∑∑∑hyHH   (26) 

∑ )(i 稱為第 i階的不可化約的“自我能量”，這些

理論的細節請參考相關文獻[6]及[7]。 

∑ )(i 的詳細形式可從許多參考文獻查得。不

過最簡單的記憶方式，莫過用類似費因曼圖的圖解

方式。用實線代表電子的傳播子，虛線代表V ，則

的一次方不可化約圖形為(所謂不可化約，在V 費

因曼圖表現上，表示切斷一條實線，圖形仍然連在

一起，不會分成兩部分) 

 

∑ )1( =         +                                                                  (27) 

而∑ 分別為 ∑ )3()2( ,

     =                      +                                                     (28) ∑ )2(

 

∑ )3(
=                     +                + 

 

       +                  +                     +  

 

         

 +                     +                      + 

 

 

        

+                                                                       (29) 

        

 

利用這些費因曼圖及一些固定規則，就很容易寫出 的形式。 ∑ )(i
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   有了∑ ，我們就很容易計算能階的修正量。例如在)(i 哈崔-弗克近似下， ，狀態函

數

∑+= )1(
0 hyHH

sψ 的本徵值為 其微擾修正量為 
HFE

                                                                    (30) ),( )2()2(
ssE ψψ ∑=

                                                                   (31) ),( )3()3(
ssE ψψ ∑=

對鹼金屬一些能階的計算結果如表一的第六行。 

六、躍昇機率 

第四、五兩節我們介紹了哈崔-弗克近似法及其

微擾修正，也由表一知道了它們對原子能階計算的

準確程度。那麼哈崔-弗克的狀態函數及其修正，究

竟有多準確？跟能階的準確程度一樣嗎？原子結構

中另外一個主要的物理量是不同能階的躍昇機率，

它的理論值決定在狀態函數，狀態函數的準確程度

直接影響躍昇機率的準確度。 

原子光譜最主要源自電子在能階間“電偶躍

昇”，由於光可以透過不同的規範場來表示，所以我

們可以用不同的規範場來計算躍昇機率。詳細的躍

昇機率計算公式請參考量子力學或原子物理的書

籍。表二列出一些計算結果。 

 

表二  躍昇振幅的哈崔-弗克近似值及其修正量。 與V 分別代表兩種不同規 
範的計算；GI 代表規範不變值。 

原子 躍昇 
哈崔-弗克近似

值 
一階修正 二階修正 和 實驗值 誤差(%) 

Li 2s→2p1/2  3.365 -0.012 0.0006 3.354  1.5 

  V  3.430 -0.059 -0.0004 3.370  2.0 

  GI 3.351    3.305 1.4 

Cs 6s→6p1/2  5.278 -0.334 0.044 4.988  10 

  V  5.037 -0.056 0.062 5.043  12 

  GI 4.975    4.52 10 

    從表二我們看出哈崔-弗克近似法下的躍昇機

率，即使加入一、二階的修正，其結果仍有 2%至 10%

的誤差。更麻煩的是，用不同的規範場來計算，所

得的結果並不相等。這樣的結果表示，躍昇機率的

計算若只考慮狀態函數的修正，並不會得到好的結

果。換句話說，在使用多體微擾的方法，為求得好

的結果，必須考慮所計算物理量的特性。例如躍昇

機率，物理學家已知道從格林函數的觀點推導出，

在哈崔-弗克的近似法下，如何得到規範不變的理論

值，我們將其結果也列在表二，以 GI 標示之。有了
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這個規範不變值後，我們才放心繼續計算其修正

量，也可以得到如能量修正量一樣好的結果。不過

這部分較為複雜，本文不予討論，有興趣的讀者請

參考相關文獻[7]，[11]。 

七、結論 

原子結構的理論計算，方法與技巧很多，目標

都是要得到與實驗值相符合的準確值，早期發展可

分為兩類方法，一類將狀態函數以多組態基底展

開，直接求解。另一類即本文所述的微擾方法，逐

步得到可靠的答案。兩類方法其實常常交互使用，

相輔相成，唯第一類較偏重技術面，原則上我們知

道原子的狀態函數一定能由完備基底展開，只是它

是無窮級數，我們必須想辦法選取適當的基底做有

限項的展開，針對系統考慮如何加速計算，諸如此

類的問題；微擾的方法，則比較強調系統化，如何

逐步建立穩固的理論基礎，再往更準確的數值推

算。以躍昇機率的計算為例，純組態展開的計算，

除非得到很準確的值，通常無法滿足規範不變的要

求，而微擾的方法則有系統化的修正方法，使得計

算的結果在每一階的修正量，都能保證規範不變，

不過因為系統化的要求，基底的選擇與增減，較不

具彈性，要得到很準確的值也並非容易。 

事實上，朝向精確計算結果的目標，這兩類方

法也必須相互折衷，相互擷取優點，所以漸漸地已

融合成混合的方法，沒有明顯的區隔了。 

    原子多體微擾理論當然可以用來計算超精細結

構，相對論效應，以及各種外加作用力的影響等等，

而且也都能得到不錯的結果。另一方面，針對某一

些特定系統，若有其他適合的理論或近似方式，物

理學家也常用多體微擾理論的計算結果做為檢驗該

理論或近似方法的優劣，因此多體微擾理論為原子

物理中相當重要且不可或缺的理論。 
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