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一、簡介 

在探討原子結構和碰撞過程中，如果我們感興

趣的對象為具有較高原子序的原子，此時一方面由

於電子數增加，電子相關效應趨於複雜，另一方面，

由於原子核的電荷增加，使得相對論效應益形重

要，兩者交互為用，使得重原子或離子的結構成為

極具挑戰性的問題。 

一般而言，相對論效應可以由相對論性的哈密

頓算符囊括，要考慮電子相關效應就困難多了。目

前已經發展出幾種方法，由相對論性方程式出發，

以解決原子的多體結構問題，本文將要介紹多組態

狄拉克 -弗克理論 (multiconfiguration Dirac-Fock 

method，MCDF)[1,2] ，相對論混相理論(relativistic 

random-phase approximation，RRPA)[3,4]，以及多組

態相對論混相理論 (multiconfiguration relativistic 

random-phase approximation，MCRRPA)[5]。 

首先談到，MCDF 理論利用多組態波函數，來

近似描述實際的物理態及其躍遷。MCDF 的優點

是，只要組態選擇恰當而且夠多，就可以得到相當

可靠的結果。這個方法幾乎可以應用到所有的原子

系統，因此，對許多等電子系列都已經有大量的計

算，應用的範圍相當廣泛[6-12]。然而，MCDF 也有

其限制：首先，MCDF 的計算結果與其所使用的規

範(gauge)有關，這和物理現實相悖，對於從事理論

基礎研究的人來說，有如芒刺在背，是極大的缺憾；

再則，它只能考慮束縛態的相關效應，而忽略連續

態的影響；此外，由於MCDF所使用的初態和末態

波函數是分別獨立處理的，如果在選擇組態時，兩

者沒有相互呼應，所求得的光譜，有可能出現錯誤

的精細結構，使用者必需非常小心[13-15]。 

其次我們談到，RRPA 理論以單一個組態來描

述基準態，因此，它比較適合處理滿殼層原子或離

子的問題。不過，它也有其優點，第一，它的計算

結果與規範的選擇無關，這一點讓我們放心許多；

第二，RRPA 兼顧束縛態與連續態，其所包含的相

關效應比較完整；第三，在 RRPA 中，對躍遷過程

的初態和末態是一併處理的而不致有所偏頗；第

四，RRPA 很方便處理核遮蔽效應(core-shielding 

effects)的問題；最後第五，由於從相對論性的方程

式出發，RRPA 自始即包含了精細結構以及自旋偏

極化等效應，理論基礎相當完備。 

目前 RRPA 理論已廣泛地被應用到滿殼層的原

子與離子系統[4,16-25]。尤其是對極化光電子的計算，

得到非常好的結果，解決了當時實驗與理論上的爭

議，故而發表了一篇 Phys. Rev. Lett. 的文章[18]。對
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於惰性氣體元素，由於其基態和激發態之間的能量

間隙較大，用單一組態來描述其基態，問題不大，

而且過去的計算結果，都相當令人滿意。但是對於

鹼土族這一類的元素，雖然也是滿殼層系統，由於

其低激發態的能階與基態非常接近，而且雙電子激

發態也相當重要，而 RRPA 理論就未能適當處理雙

電子激發的效應，因此所得到的結果就不那麼令人

滿意了。 

多體原子系統的能態，通常無法由單一電子組

態來精確描述。原則上，我們可以經由求解相對論

性運動方程式 (relativistic equations-of-motion，

REOM) [26]，將一切電子相關效應納入併同處理，如

此我們就可以處理具有開殼層的原子系統。不過，

在求解一般 REOM的計算上，仍有技術上的困難有

待克服。就現有較成熟的多體理論裏，我們嘗試改

進 RRPA 理論，而發展出多組態相對論混相理論

(MCRRPA)[5]。在 MCRRPA 裏，我們以多組態波函

數來描述基準態，取代了 RRPA 裏單一組態的近

似，大大地拓展了 RRPA理論應用的範圍。 

簡單地說，MCRRPA 理論為 MCDF 與 RRPA

的結合推廣，在MCRRPA理論中，電子之間的相關

效應皆經由多組態處理。原子的基準態波函數不再

由單一組態來表示，而由基態和部分低激發態的組

態混成，如此一來，我們所處理的效應，自始就包

含了電子軌域受到彼此庫倫作用力造成的極化現

象。由於初態已經包含部分激發態的組態，透過交

互作用而躍遷達到的末態，也是由多組態組合而

成，其中自然包含了重要的雙電子激發態成分。由

於 MCRRPA 理論包含了 MCDF 的長處，也同時保

存了 RRPA 的所有優點，因此，提供了一個很好的

相對論性的多體理論模型，也有助於我們深入了解

多體系統內的相關效應。 

具體而言，在 MCRRPA 理論裏，將含 N 個電

子的原子系統，由許多組態來描述，而每一個組態

的加權，則由隨時間 t 變化的加權係數來決定。經

由依時變分法(time-dependent variational method)，我

們得到在外加場下的依時多組態狄拉克-弗克方程

式(time-dependent Dirac-Fock equations)。其中與時

間 t無關的項，就是 MCDF理論用來描述原子系統

的方式，而含時間 t 的最低項，則代表原子態對外

加場的線性反饋，我們將這線性反饋的方程式稱為

MCRRPA 方程式。如果我們選擇基準態為單一組

態，則此方程式會自動約化為 RRPA方程式。當然，

我們也可以由 REOM 的觀點出發，而推導得到

MCRRPA 理論。在本文中，我們將介紹 MCRRPA

理論，以及其在原子結構與光譜方面的應用。 

二、MCRRPA 基本理論 

在MCRRPA理論裏，我們假設多電子系統的相

對論性哈密頓算符為 

)()( tVHt +=H  ，   (1) 

其中與時間 t無關的 H為 

∑∑
<=

+=
N

mn
nm

N

n
n vhH

1
.   (2) 

此處 為第 n 個電子之狄拉克-哈密頓算符(Dirac 

Hamiltonian) 

nh

n
nnnn r

Zemcch
2

2 −+⋅= βpα ， (3) 

而 為電子之間的庫倫位能， nmv

nm
nm r

ev
2

= .     (4) 
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在上述式(2)中，雖然並未包含與布賴特相互作用力

(Breit interaction)有關的位能，但是在必要時，我們

也可以在式(2)中引入該項。 

 在式(1)中，V(t)代表隨時間變化的外加場， 

titi evevtV ωω +
−

−
+ +=)( ，   (5) 

∑
=

±± =
N

n
nvv

1
，     (6) 

其中 v 由電磁場 造成， ±n )( nrA

nnnv A⋅=+ α  和 v  ，  (7) †
+− = nn v

原子能態間的躍遷即是由其所引發。 

我們令Φ 為多電子系統的狄拉克方程式的

解， 

)(t

)()()( tt
t
ti Φ=

∂
Φ∂ H .    (8) 

原則上多體系統的狄拉克方程式，是無法利用一般

微分方程式的技巧，來精確求解的。因此，我們將

式(8)轉換為等價的依時變分形式： 

0)()()( =Φ−
∂
∂

Φ tt
t

it H δ  ， (9) 

這表示在任何時刻 t，波函數 的誤差值都被保

持為極小。為了方便計算，我們可以將波函數以另

一個形式呈現， 

)(tΦ

)()( tet iEtΨ=Φ − ，   (10) 

這裡我們選擇 為與時間無關的哈密頓算符 的

穩定態能量。式(9)的變分法因此可以改寫成 

E H

0)()()( =Ψ−
∂
∂

+Ψ tt
t

iEt H δ .  (11) 

我們將波函數 以組態波函數)(tΨ )(taψ 展開為 

)()()( ttCt a
a

a ψ∑=Ψ ，   (12) 

其中C 是第 a個組態的加權係數。如此，我們可

以將變分式(11)改寫為 

)(ta

)()()()()(

)()(
)(

)()(

)()()(

*

*

tt
t

ittCtC

tt
t

tC
iECtCtC

tt
t

iEt

baa
ab

a

ba
b

ba
a

a

ψψ

ψψ

δ

H

H 

−
∂
∂

+









∂

∂
+=

Ψ−
∂
∂

+Ψ

∑

∑

. 

(13) 

為了確保波函數 的正交歸一性，組態波函數)(tΨ

)(taψ 和加權係數C 必須滿足以下的條件， )(ta

abba tt δψψ =)()( ，   (14) 

1)()(* =∑ tCtC a
a

a .   (15) 

此處的組態波函數 )(taψ 是由單電子軌域u 建構

而成。為了確保組態波函數

)(tα

)(taψ 符合式(14)的正交

歸一條件，我們要求單電子軌域u 為正交歸一： )(tα

αββα δ=)()( tutu .   (16) 

經由式(11)的變分，和式(16)的正交歸一條件，我們

可以分別得到加權係數 和單電子軌域u 的

方程式： 

)(tCa )(tα

∑ =








−




∂
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

∂
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+

b
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A

tCt
t

i

tC
t

iE

0)()(

)(

H ， (17)
 

.  )()(

)()()( ††*

∑

∑

=








−




∂
∂

β
βαβ

αα

γ

δδ

tut

t
t

itCtC ab
abab

ba
H

  
(18)

 

此處我們引入拉格朗治乘子 確保式(16)的正

交歸一性。同時我們使用了簡化的符號 

)(tαβγ

■ 537 ■ 
物理雙月刊（廿三卷五期）2001年 10月 



)()( t
t

it
t

i ba
ab

ψψ
∂
∂

≡




∂
∂

， (19) 

)()()()( tttt baab ψψ HH ≡  ， (20) 

同時也將對泛函微分的符號寫成 

abab t
i

ut
i 




∂
∂

≡




∂
∂

†
†

α
α δ

δδ ，  (21) 

abab t
u

t )()(
†

† HH
α

α δ
δδ ≡ .  (22) 

在式(1)中，我們假設哈密頓算符 包含了與

時間 t 無關的 H，用以描述多電子系統的動力學性

質，以及隨時間 t作簡諧變化的外加場 V(t)。因此，

我們可以假設波函數 亦隨時間 t作簡諧變化： 

)(tH

)(tΨ

+++= +
−

−
+

ti
a

ti
aaa eCeCCtC   ][][)( ωω  (23)  

+++= +
−

−
+

titi ewewutu   )( ω
α

ω
ααα   (24) 

+++= +
−

−
+

titi eet   ][][)( ω
αβ

ω
αβαβαβ γγγγ (25) 

上述式子包含了未明確寫出的高階簡諧項。將式(23)

至(25)代入式(17)及(18)後再展開，並保留其零階及

一階項，我們將得到兩組方程式。其中零階方程式

與外加場無關，即為一般MCDF用來描述原子態的

方程式。一階方程式含外加場，這就是MCRRPA方

程式。它代表了原子態對於外加場所產生的線性反

饋.。兩者分別寫成 

(i) MCDF方程式 

0][ 0 =−∑ b
b

aba CHEC ，   (26) 

0][ 0
†* =+∑∑

β
βαβα γδ uHCC abb

ab
a  . (27) 

(ii) MCRRPA方程式 
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式(26)至(29)中，方括弧外的下標 0和正負號 ，分

別代表當我們將矩陣元對時間展開時，與時間無關

及與 成正比的項。 
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abab eVeVV  † †† ][][ ω
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ω

αα δδδ (34) 

式(31)至(34)中的展開係數分別定義如下： 

abbaab vvV )(][ ±±± == ψψ ，  (35) 

abab vV )(][ ††
±± = αα δδ .   (36) 

式(26)中，參數 E為 MCDF方程式中原子系統的能

量。MCDF 方程式的解提供了原子系統受到外加場

擾動之前的穩定基準態。MCRRPA的非齊次方程式

(28)及式(29)描述了原子受到外加場 擾動時，所產±v
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生的線性反饋。如果忽略MCRRPA方程式中的 v ，

對這齊次方程式求解，所得到的本徵函數，構成一

組完備基底，所有MCRRPA方程式的非齊次解，均

可以由這組基底展開。MCRRPA的齊次方程式描述

了原子系統以其自然頻率 震盪的情形。本徵值

和本徵函數 ，隱含原子系統的激發態在束縛和

連續能譜上的一切訊息。 

±

ωω

±αw

S 0
1 →

S 1
0→

6( p

 對於像鹼土族元素，原子在封閉殼層外有兩個

價電子，MCRRPA方程式可以進一步簡化，以方便

計算。目前我們處理的系統還僅限於這一類兩個價

電子的原子或離子，但是，原則上MCRRPA理論可

以不必受到兩個價電子的限制。將MCRRPA理論進

一步應用到三個以上價電子系統的技巧，仍在發展

中。數年前，我們曾簡單地介紹過MCRRPA理論與

應用[27]，有興趣的讀者可以參考。 

三、結果 

我們提出MCRRPA理論之後，首先應用到類鈹

離子的激發上，就得到令人激勵的結果，並且發表

在 Phys. Rev. Lett. 上[28]。在其後的將近二十年中，

我們發表了二十餘篇有關光激發與光游離的論文

[29-49]，以及許多未正式發表的MCRRPA計算結果，

散見於博士與碩士論文中[50-56]。 

舉例而言，我們針對類鈹、類鎂、類鋅、類鎘、

及類汞離子系列的組間激發 (intercombination 

excitation) 、 共 振 激 發 (resonance 

excitation) 1 、以及類鉛離子的磁偶極激發

的激發能量和振子強度， 做

了一系列的計算。我們發現，對於低游離態的離子，

組間和共振激發的能量，大致上都和價電子所感受

到的有效核電荷成正比。然而，對於高游離態的離

子而言，共振激發的能量增加得遠比組間激發要快

得多。我們對這個有系統的變化提出了解釋。當離

子帶電荷不高時，共振激發和組間激發能量的主要

貢獻，都來自於電子之間的庫倫作用，而庫倫作用

造成的效應，恰好正比於核電荷 Z。當離子的帶電

荷逐漸增高，哈密頓算符中的單電子項轉趨顯著，

而這部分的效應則和 成正比。在組間激發

能中，初態和末態中的單電子項互相抵消，因此這

部分的影響不明顯，而在計算共振激發能的時候，

這部分變成主導項，使得能量在高游離態時，呈現

和 成正比的關係。 

oP1
3

oP1

1
32 ) P0

32 )6( Pp →

22 )( αZZ

4Z

再舉一新近的例子。我們針對鋅原子光游離過

程中的雙電子激發共振作精密計算。發現相對論效

應與電子相關效應，對價電子 4s的光游離截面、角

分佈、以及自旋極化，皆有很重要的影響。我們的

MCRRPA計算，與實驗[57,58]吻合得非常好，此項結

果發表在 Phys. Rev. Lett.上[48]。 

四、結論 

利用MCRRPA理論，我們已經針對兩個價電子

的原子系統之光游離和光激發過程進行一系列的研

究。其中對電子之間的相關效應以及相對論效應都

有深入的探討。我們發現，MCRRPA理論確實能夠

適當地描述原子的光游離及光激發過程。尤其是對

於雙激發態、原子的價電子極化、與核遮蔽效應等，

MCRRPA理論都能幫助我們清晰的分析各種效應。 

一般而言，如果我們預期雙激發態、價電子極

化、與核極化效應顯著的話，我們應該在基準態中

加入比較完整的激發組態。而如果核遮蔽效應比較

重要的話，我們就應該在計算中加入較多的內殼層

激發通道。事實上，在目前的計算中，內殼層激發
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通道已經考慮得相當完整，再加入更多通道，對結

果並沒有顯著的改變。我們相信，截至目前為止，

理論和實際的差距主要來自於核極化效應尚未完全

被包含進來。我們將在未來的計算中，將基準態加

入內殼層激發組態，以解決核極化效應的問題。 
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